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Stru¢no-nau¢na disciplina koja se bavi proraCunom napona, deformacija i
pomjeranja u inzinjerskim konstrukcijama u skladu sa zakonima mehanike
deformabilnog tijela naziva se TEORIJA KONSTRUKCIJA.
U zavisnosti od vrste optere¢enja na koje raunamo uticaje (napone, deformacije i
pomijeranja) razlikujemo sljedece oblasti teorije konstrukcija:

- STATIKA KONSTRUKCIJA

- DINAMIKA KONSTRUKCIJA

- STABILNOST KONSTRUKCIJA
Predmet izu€avanja u Statici konstrukcija su metode proracuna uticaja usled dejstva
opterecenja koje se ne mijenja u toku vremena (slika 1a.), dok se u Dinamici
konstrukcija izu€avaju metode proracuna uticaja usled dejstva opterecenja koje se
mijenja u toku vremena (slika 1b, c).

STATIKA }QONSTRUKCIJA DINAMIKA KéNSTRUKCIJA STABILNOS# KONSTRUKCIJA

v

Pri statiCkom optere¢enju  Pri dinami¢kom opterecenju

| |

LINIJSKI NOSACI POVRSINSKI NOSACI

v

ElastiCan materijal PlastiCan materijal Viskozan materijal

L V’ VV' pplastiéna zona

a) (D)

() (d)
Slika 1.

Predmet analize pona$anja inZenjerskih konstrukcija je iznalazenje odgovora
konstrukcije na dejstvo opterecenja i drugih spoljasnjih uticaja. Staticki odgovor
konstrukcije se opisuje stanjem napona (sila) i stanjem deformacija (pomjeranja),
kao i provjerom stabilnosti sistema kao cjeline i njegovih pojedinih djelova. Prvi korak
u analizi konstrukcija predstavlija izbor IDEALIZOVANOG MODELA kojim se
aproksimira data konstrukcija odnosno simulira njeno ponaSanje. Modelom se
idealizuje geometrija konstrukcije, nacin oslanjanja, opterec¢enje kao i mehanicka



svojstva materijala u konstrukciji. Izbor modela ostavljen je inzenjerskom sudu uz to
da idealizovani model treba da zadovolji dva bitha uslova: da $to bolje aproksimira
konstrukciju i da je jednostavan i pogodan za praktiCnhu primjebu. Zaklju€uje se da
predmet analize nijesu stvarne konstrukcije vec¢ idealizovani modeli.

Konstrukcija se sastoji od djelova, odnosno, elemenata konstrukcije koje jednim
imenom nazivamo nosaci (stubovi, grede, plocCe, isl.). Nosace prikazujemo Sematski
linijama ili povrSinama tj. idealizovanim modelom. Nosaci koje prikazujemo linijjama
(prave, izlomljene i krive) nazivaju se linijski nosaci (prosta greda —slika 2a, greda sa
prepustima 2b, gerberov nosac, ram, i sl.).
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prosta greda (b) greda sa prepustima
Slika 2.

Ploce i ljuske ne mozemo prikazati kao linijske nosace vec¢ ih nazivamo povrSinskim
nosacima.
Nakon definisanja vrste nosaca koji treba sracunati i analizirati, prelazimo na izbor
metode proracuna i karakteristika materijala.
Sve gradevinske konstrukcije sadrze konstruktivni sistem koji se sastoji od
elemenata sistema. Konstruktivni sistem nosi cijelu konstrukciju sa svih
arhitektonskim i konstruktivnim elementima.
Metode teorije konstrukcija zasnovane su na Mehanici deformabilnog tijela.
Mehanika deformabilnog tijela je dio mehanike koji izu€ava ponaSanje Cvrstih tijela
uzimajuci u obzir njihovu deformabilnost. Ovo je veoma Siroka oblast koja obuhvata
niz disciplina koje tretiraju razlicite aspekte problema:

- teorija elastiCnosti obuhvata probleme elasticnih deformacija

- teorija plasti¢nosti obuhvata probleme plasti¢nih deformacija i dr.
Zavisno od veliine defomacija razvila se posebno teorije malih i velikih deformacija.
Kada je priroda opterecCenja takva da se mogu zanemariti inercijalni efekti, rije€ je o
statici deformabilnih tijela, ili obrnuto, rije€ je o dinamici deformabilnih tijela. Posebnu
oblast predstavlja fenomen nastanka pukotina i njihova propagacija sve do loma
posmatranog tijela. Uz ovo najviSe problema vezujemo za oblik i geometriju tijela -
linijske i povrSinske nosace.
Na osnovu ovoga zakljuCuje se da mehanika deformabilnog tijela obuhvata Citav
spektar problema, Cije je rijeSavanje Cesto vrlo sloZzeno, pa se vrlo ¢esto ne mogu
dobiti analitiCka rijeSenja vec¢ se koriste numeriCke metode. Od numerickih metoda
najpoznatija je metoda konacCnih elemenata na kojoj su zasnovani vecina
programskih paketa za proracun uticaja (SAP, STRES, TOWER, isl.) .

Istorijski razvoj metoda za proracun linijskih nosaca

Klasi¢ne metode Teorije konstrukcija koje su zasnovane na mehanici deformabilnih
tijela u analizi inzinjerskih konstrukcija pocCinju da se razvijaju u prvoj polovini 17.



vieka kada je Galileo Galilej izuCavao ponaSanje skeletne konstrukcije broda
izlozene dejstvu spoljadnjih sila. Od tog vremena do danas uoCava se ogroman
napredak u razvoju Teorije konstrukcija i metoda analize.

Osnove Teorije konstrukcija utemeljene su radovima vodecih istraziva€a i naucnika
18. i 19. vijeka kao Sto su Newton (1642.-1727.), Coulomb (1736.-1806.), Euler
(1707.-1783.), Poisson (1781.-1840.), Navier (1785.-1857.), Saint Venant i drugi. Na
osnovu ovih istrazivanja , krajem 19 i poCetkom 20. vijeka, formulisane su i kasnije
usavrSene primjenljive inZinjerijske teorije i metode analize. Medu tim metodama,
prvo su se formulisale danas dobro poznate metode statike linijskih nosaca.

» J.C. Maxwell (1831.-1879.), izlaze postupak za proracun stati¢ki neodredenih
linijskih nosaca;

» 0. Mohr (1835.-1918.) izlaZe sli¢an postupak;

» Muller- Breslau, 1886., izlaZze novi postupak proracuna statiCki neodredenih
linijskih nosaCa usvajajuci reakcije oslonaca i presjeCne sile za nepoznate
veliCine(metoda sila);

» H. Manderla, 1880., daje ideju o koriS¢enju pomjeranja i obrtanja ¢vorova kao
osnovnih neodredenih veliina (tatha metoda deformacija). Imajuci u vidu
veliki broj jednacina koji se pojavljuie u ovoj metodi, kao i raspoloziva
proracunska sredstva, ova metoda nije imala Siroku primjenu;

» O. Mohr je predlozio uproSéeni postupak koji je predloZio Manderla,
odredujuéi pomjeranja ¢vorova datog nosaca kao pomjeranja ¢vorova nosaca
sa zglavkastim vezama. Na taj nacin broj jednacina se znatno smanjio
(priblizna metoda deformacije);

» A. Bedihen i G.A. Maney prethodnu metodu uopStavaju i primjenjuju za
okvirne konstrukcije;

» Nakon toga 1920. godine razvijeno je nekoliko iterativnih metoda za proracun
linijskih nosaca;

» H. Cross, 1930., predlaze Krosovu metodu (iterativha metoda);

» Nakon 30-te godine predlozeno je niz pribliznih metoda.

Poslednjih 50- tak godina, za razliku od dosadasnjih klasi¢nih metoda, razvijaju se
savremene ili moderne metode proracuna. Ove metode koriste matriCni aparat i
nazivaju se matricne metode, a sam nacin analize konstrukcija primjenom ovih
metoda naziva se matricna analiza konstrukcija. Razvoj ovih metoda iSao je uporedo
sa razvojem racunara.

% Levy- daje osnovne jednaCine metode sila u matricnom obliku

sredinom 20 vijeka;

% Lang, Bisplinghof, Langefors, Wehlw, Lansing i drugi razraduju koncept
matri¢ne formulacije metode sila uz primjenu racunara;

% Levy a kasnije i Argyris sa saradnicima izlazu opStu matricnu
formulaciju na bazi osnovnih energetskih principa. Njihovi radovi
predstavljaju osnovu za dalji razvoj metoda matriCcne analize
konstrukcija.

Savremena analiza naponsko-deformacijskog stanja slozenih inzinjerijskoh
konstrukcija ne moze se zamisliti bez matri€ne formulacije i bez primjene raCunara.



1 TEORIJA STAPA

1.1. OSNOVNE JEDNACINE TEHNICKE TEORIJE STAPOVA U RAVNI

Oko zadate linije ik, koja je data na slici 1, u normalnim ravnima opisane su
zatvorene krive vy, koje ograniCavaju povrSinu F. TeziSte povrSine F se nalazi na liniji

Slika 1

ik. U poredenju sa duzinom linije ik povrSina F je mala. Geometrijsko mjesto taCaka y
Cini povrs I. Tijelo koje ograniCava povrs [ i povrs F u taCkama i i k nazivano
Stapom.

Kada je rije¢ o krivom Stapu onda je linija ik kriva linija, a kada je rije€¢ o pravom
Stapu ik je prava linija. U ovom kursu govori¢éemo o pravim Stapovima.

Liniju ik nazivamo osa Stapa, dok su povrSi F poprecni presjeci Stapa. Ako su
poprec¢ni presjeci Stapa u svim tackama isti rije€ je o Stapu konstantnog popre¢nog
presjeka , u suprotnom ako se poprecni presjeci mijenjaju duz ose Stapa radi se o
Stapu promjenljivog poprec¢nog presjeka.

Stap &ija osa sa jednom od glavnih centralnih osa inercija popre¢nih presjeka lezi u
jednoj ravni nazivamo ravan Stap, a odgovarajucu ravan nazivamo ravan Stapa.
Stapovi ije su ose prostorne linije ili ije su ose prave iji krive linije ali ni jedna od
centralnih osa inercije popre¢nih presjeka ne lezi u toj ravni nazivamo prostorni
Stapovi.

1.1.2. Deformacija ose Stapa

Ako se taCke jednog ravnog Stapa pomijeraju u ravnima koje su paralelne sa ravni
Stapa takvu deformaciju nazivamo ravna deformacija stapa.

Sve tacke na ovom pravcu imaju

Slika 2.

Sve tacke na normali se pomjeraju isto

+_

Slika 2a. 4



Ako poznajemo pomjeranje tacke ose nosaca moguce je sracunati i pomjeranje
tacke na nekom rastojanju.

Posmatra¢emo ravnu deformaciju ose stapa i-k.
C Cq

(1+¢)ds
Slika 3.

Na slici 3. prikazana je osa jednog ravnog Stapa prije i posle deformacije.
Pomjeranja taCaka ose Stapa leze u jednoj ravni i to ravni ose nedeformisanog
Stapa, stoga Ce i deformisana osa i'k' lezati u istoj ravni. Vektori pomjeranja tacaka
Su odredeni sa dvije komponente, jednu u pravcu x ose, komponenta u, i jednu u

pravcu y ose, komponenta v. Pomjeranja & = S(u,v) odreduju deformisan oblik ose

Stapa , ali ne daju neposredan uvid u deformaciju malog elementa ose Stapa. Ovo
pomjeranje pored pomjeranja koja potiCu od deformacija sadrzi i ona pomjeranja
koja potiCu od promjene polozaja ose u ravni Stapa kao cjeline, kao i pomjeranja
nenapregnutih djelova ose usljed deformacije napregnutih djelova ose. Zato, pored
pomjeranja, uvodimo i veliCine koje postoje samo na djelovima na kojima se
napregnuta osa deformiSe, i nazivamo ih deformacijskim veli¢inama ose Stapa.

Da bi definisali veze deformacijskih veli¢ina ose Stapa i pomjeranja potrebno je
posmatrati deformaciju jednog diferencijalnog elementa ose Stapa c-cq. Pri
deformaciji ovaj element ose Stapa mijenja duzinu za veli€inu edx i obrée se za ugao
.

¢ - specifitna promjena duzine, odnosno, dilatacija elementa ose Stapa. Ovo je Cista
deformacijska veli€ina jer postoji samo na onim mjestima na kojima se osa
deformisSe.

¢- je ugao za koji se obrne element ose Stapa. Ovo nije Cista deformacijska veli€ina
jer moze postojati i bez deformacije elementa.

do - je promjena ugla izmedu tangenti u beskonacno bliskim taCkama ose. Ovo je
Cisto deformacijska veli€ina i ako se element ne deformiSe jednaka je nuli.

Ciste deformacijske velitéine su ove deformacijske veli¢ine koje postoje samo na
deformisanom Stapu, odnosno, na nedeformisanom Stapu jednake su nuli.

Slika 4. 5



Sa slike 4. je oCigledno da za element Stapa dx prije deformacije vaZze sljedece
relacije:

dx=ds cosa
dy=ds sina

i da se za isti element Stapa posle deformacije moze napisati da je:

dx+u+du=u+(1+¢)ds cos(o+o)
dy+v+dv=v+(1+¢)ds sin(a+e) (nelinearni sistem jednacina)

Nakon sredivanja dobija se nelinearan sistem jednacina:

du= (1+¢)ds cos(a+@)—dx
dv= (1+¢)ds sin(a+¢) —dy (1)

Jednacine (1) predstavljaju veze pomjeranja u i v, obrtanja ¢ i dilatacije €. Teorija
zasnovana na ovakvim vezama naziva se teorija konacnih ili teorija velikih
deformacija.

Pomijeranja, obrtanja i deformacijske veli¢ine elementa ose Stapa Cesto su male
veliine, tako da je opravdano njihove kvadrate i viSe stepene kao i kvadrate i viSe
stepene njihovih izvoda zanemariti. Ovakva pretpostavka naziva se pretpostavka o
malim deformacijama (p«1 e«1 i @e=0) a teorija koja se zasniva na ovoj
pretpostavci naziva se teorija malih deformacija. Sa pretpostavkom o malih
deformacijama dobija se da su:

cosp=1—-¢*/21+¢"/4!..=1 sinp=p—@*/31+9”/5!.. 20
cos(o+@)=Ccos a cos p—Sina Sing=cosa—@sina
sin(o+@)=sin a. cos @e+sing sina=sina+@cosa

Kada se ova pretpostavka ubaci u relacije (1), vodeci rauna o vezama dx=ds cosa
i dy=ds sina, dobijaju se jednostavnije veze pomjeranja i deformacija:

du=edx-ody dv=¢edy+odx (2)

Odnosno, dobija se linearni sistem jednacina koje definiSu veze pomjeranja u i v sa
deformacijskim veli€inama, dilataciama ¢, uglovima obrtanja tangente na
deformisanu liniju ¢ u teoriji malih deformacija. Pretpostavku o malim deformacijama
zbog toga nazivamo pretpostavkom o geometrijskoj linearnosti problema.

1.1.3. Deformacija Stapa
Kada razmatramo deformaciju Stapa kao tijela, polazimo od Bernolli-jeve

pretpostavke o nedeformabilnom poprecnom presjeku, tj. da pri deformaciji Stapa
poprecni presjeci ostaju ravni i upravni na deformisanu osu Stapa. Ova pretpostavka



je osnovna pretpostavka tehniCke teorije savijanja Stapa pomocu koje se
trodimenzionalan problem deformacije Stapa kao tijela svodi na jednodimenzionalan
problem deformacije njegove ose. |z otpornosti materijala je poznato da je ova
pretpostavka tatna samo za prave prizmatiCne Stapove napregnute na Ccisto
savijanje. Pri savijanju Stapa poprecnim silama dolazi do vitoperenja poprecnih
presjeka. Uticaj vitoperenja presjeka, tj uticaj tranverzalnih sila na deformaciju Stapa,
toliko je mali, da se moze ili potpuno zanemariti ili priblizno odrediti zadrzavajuci
pretpostavku o ravnim ali ne i upravnim poprecnim presjecima na deformisanu osu
Stapa.

Na slici 5 je prikazan dio Stapa prije i posle deformacije.

Pt | P—Pt

P—0Pt

Slika 5

Pri ravnoj deformaciji osa Stapa ostaje u ravni Stapa i poslije deformacije, a poprecni
presjeci ostaju normalni na tu ravan. Kako se poprec¢ni presjeci ne deformisu sve
tacke koje leze na pravoj normalnoj na ravan Stapa imaju ista pomjeranja. Tacka c,
koja je prije deformacije bila na rastojanju z od taCke c, ostaje i poslije deformacije
na istom odstojanju od tacke c' na deformisanoj osi Stapa.

Ako promjenu pravog ugla izmedu poprecnog presjeka i ose prije i posle deformacije
obeljezimo sa ¢y, tada je ugao ukupnog obrtanja poprecnog presjeka jednak razlici
¢o—ot. Pri tome je ¢t pozitivno ako mu je smjer suprotan pozitivnom smjeru obrtanja ¢.



¢t — klizanje poprecnog presjeka, Cisto deformacijska veli€ina. Klizanje je promjena
ugla izmedu dva pravca pri deformaciji.

" u, =u-zsinfp-g,).  sinlp-9)=0-¢,
! Z+VZ=V+ZCOS((D—(Dt), cos((o—got):l
v/2

jer se radi o malim veli¢inama pa su:

(=)<, cos(o—y)=1, sin (¢—@1) ~(¢—@)

Na taj nacin dolazimo do pomjeranja tacke na rastojanju z od ose Stapa uz
prethodno poznavanje veli€ine klizanja:

u, =u-z(p-9¢,)

V,=V

Na slici 6 je prikazana deformacija elementa Stapa.

Osim dilatacije elementa ose Stapa potrebno je odrediti i dilataciju elementa na
odstojanju z od ose Stapa. Ova dilatacija se oznaCava sa ¢(z). Rastojanje z je isto
prije i poslije deformacije. Popre¢ni presjeci ostaju ravni ali se rotiraju nakon
deformacije. Na slici 6. je prikazan element koji je prije deformacije oznacen sa c-c1
a nakon deformacije sa c'- ¢c1'. Duzina elementa poslije deformacije je

ds'=(1+¢)ds

Na rastojanju z od ose deformisana duzina elementa je:
ds;'=(1+¢,)ds

pos&to su presjeci suprotno zarotirani ds'~ds;'

Kada uoc€imo trouglove Ac'c{'O' i Ac;'cz1'O¢' na slici 6 i primjenimo sinusnu teoremu
dobijamo:

(I+e)ds _ pf 3
sinld(p -, )] ﬁ%ﬂ_wj
2 t

(I+e,)ds  pl-z

smh@—ﬂﬂ_g{Z—%j

(4)

p1' - poluprecnik krivine
sin(m/2) =cos ¢t o1 cospr=1
Iz relacije (3) se dobija:



(1+e)ds=p+' sin(d(—¢1))
dok se iz relacije (4) dobija da je:
(1+e2)ds=(p1'-z) sin(d(o—¢1))
Posto je:

d(e—ot)«1
sin(d(e-¢t))= d(e—¢1)

slijedi da je:
(1+e)ds=p1" d(e—¢1)
(1+&7)ds=(p1-z) d(¢—@)
(1+e;)ds=(1+¢)ds-z d(o—pt)  /:ds
1+g, =(1+¢) -z d(p—@y)/ds

Ako diferencijal ugla obrtanja popre€nog presjeka ozna¢imo sa y- promjena krivine
Stapa tada je:

% ®)

Na taj nacin uveli smo treéu Cisto deformacijsku veli€inu , promjenu krivine, pored
prethodne dvije dilatacije ose ¢ i klizanja oy,
Po koordinati debljine z dilatacija je linearna:

g, =+zy (6)

Veli€ine ¢ i y predstavljaju deformacijske veli€ine elementa ose Stapa koje ne zavise
od veli€ine z, pa slijedi da je dilatacija ¢, linearna .

Prema tome zakljuCujemo da Bernoulli-evoj pretpostavci o ravnim poprecnim
presjecima odgovara linearna raspodijela dilatacija po visini poprecnog presjeka
kosog Stapa.

Klizanje ot je po visini popre¢nog presjeka svuda jednako:

&~ €4y Z




1.1.4. Spoljasnje i unutrasnje sile

Spoljasnje sile predstavljaju uticaj drugih tijela na Stap i dijele se na

- zapreminske i

- povrsinske sile
Spoljadnje sile se mogu podijeliti i na:

- aktivne sile — opterecenje Stapa

- reaktivne sile — reakcije i momenti ukljeStenja
Saglasno tehnickoj teoriji savijanja Stapa, deformacije i naponi u Stapu zavise samo
od rezultanti spoljadnjih sila koji djeluju na elementu Stapa izmedu beskonacno
bliskih poprecnih presjeka, a ne zavise od raspodjele tih sila po omotacu elementa.
Zato spoljadnje sile zamjenjujemo statiCki ekvivalentnim silama i momentima
raspodijijeljenim duz ose Stapa.

T

S

Slika 7

Specificna raspodijeljena spoljaSnja sila predstavlja vektor koji moze imati
proizvoljan pravac u prostoru i obeljeZzava se sa p. Kako se na Stap prenose pored
zapreminskih i povrSinske sile, koje djeluju na omotac Stapa to se redukcijom na osu
Stapa vektoru raspodijeljenih sila p mora dodati i vektor raspodijeljenih momenata m.
Da bi Stap bio ravan Stap (u ravni) to sile p i spregovi momenata m moraju lezati u
ravni Stapa (slika 7).

AR
. AR R . AM M
NAM hm—:d—:p hm—:d—:m
— ] As—0 AS ds As—0 As ds
i As k raspodijeljena sila raspodijeljeni momenti
koncentrisano opterecenje
R TG adadadadiadlt Sika .
i raspodijeliena sila k i \ras\pocmzlj\ni ﬁ)mhi k
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Opretecenje p i m velikog intenziteta na kratkom dijelu ose Stapa moze se zamijeniti
njihovim rezultantama P i M uvodec¢i pojam koncentrisog optereé¢enja silom P i
koncentrisanog optere¢enja momentom M.

Vrlo Cesto se raspodijeljeni momenti m kao male veliCine zanemarju, ako nije
drugacije naglaseno.

Opterecenje p odnosno P razlazemo na pravac x i pravac y:

Py Py=P sin a
Pxny o P,= P cos a

Spoljasnje sile izazivaju u Stapu unutrasnje sile. Unutrasnje sile su povrSinske sile
koje se prenose preko zamisljenih presjeka u tijelu Stapa, a koje izrazavamo kao
rezultante pojedinih napona.

Slika 9.

F- povrSina popresnog presjeka

N- normalna sila , sila u pravcu ose Stapa

T — transverzalna sila, u ravni presjeka a upravna na osu Stapa
M- moment savijanja

Sile N, T i M nazivamo zajednickim imenom sile u presjeku ili presjecne sile. One
predstavljaju medusobni uticaj Stapa lijevo i desno od posmatranog presjeka.
Prema zakonu akcije i reakcije sile u proizvoljnom presjeku koje napadaju lijevi dio
su suprotnog smjera i istog intenziteta u odnosu na sile koje djeluju desno od
posmatranog presjeka.
U ovom kursu primjenjivacemo sljede¢u konvenciju o pozitivnom smjeru:

- normalna sila je pozitivha kada isteze Stap

- transverzalna sila je pozitivha kada suprotan kraj Stapa obr¢e u smjeru

skazaljke ¢asovnika
- moment savijanja je pozitivan kada zateze donju stranu Stapa.

Slika 10.
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Uvodimo oznake za komponente sila, date na sljedecoj slici, proizvoljnog presjeka c
posmatranog Stapa i-k i definiSemo njihove veze na sljedeéi nacin:

T~ Yai
\@E”N i—\ h

H=Ncos a-T sin a
V=Nsinoa+ Tcos a

N=H cos o +V sin a
T=Hsin o +V cos o

Zadatak statike konstrukcija je rijeSen kada znamo, odnosno odredimo, u svim
presjecima sile. Poznavajuéi sile mogu se odrediti i naponi u presjecima primjenom
veza (7).

1.1.5. Uslovi ravnoteze elementa Stapa

U statici konstrukcija pretpostavlamo da je porast opterecenja postepen, da i
pomjeranja postepeno rastu, tako da ubrzanja tacaka ose Stapa mozemo zanemairriti.
Pri tome spoljasnje sile uvijek stoje u ravnoteZi sa unutrasnjim silama u toku Citavog
procesa deformacije. Kada se zustavi proces rasta deformacija i kada Stap prede u
stanje mirovanja tada se uspostavlja konaCna ravnoteza izmedu spoljadnjih i
unutrasnjih sila.

Kako su pomjeranja taCaka u odnosu na dimenzije Stapa, kao i deformacije u odnosu
na jedinicu, redovno male veliCine, to pri pisanju uslova ravnoteze mocemo
zanemariti pomjeranja napadnih tac¢aka spoljasnjih i unutrasnjih sila. Na taj nacin
pretpostavlja se da spoljasnje sile staje u ravnotezi sa unutrasnjim silama na
nedeformisanom Stapu.

Uslove ravnotezZe elementa Stapa mogu se prikazati na sljedeci nacin:

nds +dM
w M+dM pxdx l H+dH
ax
‘}\N+dN V+dV

Slika 11.
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dN+pds=0 dH+p,dx=0
dT+p,ds=0 dV+p,dx=0
dM -T ds=0 dM -T dx=0

Zaklju€ujemo da uslovi ravnoteze predstavljaju vezu spoljasnjih sila i sila u
presjecima na nedeformisanom Stapu.

1.1.6. Veze izmedu deformacijskih veli€ina elementa ose Stapa, sila u
presjecima i temperaturnih promjena

Usvajamo da vazi Hukov zakon, odnosno, da je materijal idealno elastican je veza
napona i deformacija linearna. Tada je :

GZ
=g rad) (®)

Gdje su g, o, i t(z) dilatacija, normalni napon i temperaturna promjena u tacki
poprecnog presjeka koja se nalazi na odstojanju z od ose Stapa.

ot je koeficijent linearne temperaturne dilatacije materijala.

Ako obeljezimo sa t, temperaturu u gornjem vlaknu, t, temperaturu u donjem vlaknu,
i pretpostavimo da se temperatura linearno mijenja po visini presjeka h tada je:

&

8¢
At=1- to
] t At- temperaturna razlika
z h t, t=( ty+t,)/2 temperaturna promjena
T |Et5| Slika 12.

Iz relacije (8) slijedi da je:
o,=E¢, - at(t + ZEJE
h
E,=&+zy

o, = E(6‘+ z;()—atE(t + z%)

o, = E(g—att)—k Ez[;g—%}

Kada ovaj izraz unesemo u izraze (7) koji predstavljaju vezu napona i sila u
presjecima dobija se:

N = ia( z)dF jE(g at)dF+jE(;( athjzdF—E(g at)de+E(;( athjjzdF—EF(g a,t)

M= 'I[ZO' z)dF IE&‘ atzdF+I ( iJzzszE(g—att)jzdF+E(;g—at%jjdezEI(;g—at%j

F F
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Veligine E[;(—ozt %} i E(s-a,t) su konstantne za dati poprecni presjek | uz sliedece
veze:
[dF=F  [zdF=0 [2’dF=1
F F F
Dobijamo veze sila u presjecima i deformacijske veli€ina:
N =EF(s — a,t)
M:EI(;(—at %) 9)

Odnosno veze deformacijske veli€ina i sila u presjecima (vidi sliku koja slijedi):

N
c=—+at
M 2

PR T

| S

4_: :—} ’\E_._Il_._._.\\._._
[N N R _,I \\- M
ds

Na slican nacin mozemo napisati izraz koji daje vezu ugla klizanja y(z) i smiCuceg
napona t(z) u taCkama presjeka koje leze na odstojanju z od ose Stapa:

y(z)= %

gdje je G moduo klizanja.
Ako u ovu relaciju uvedemo izraz za smi€uci napon koji je izveden u otpornosti
materijala na osnovu hipoteze Zuravskog:
f2)=
bl
gdje je: S -statiCki moment dijela povrSine iznad i ispod prave linije z=cons
b- Sirina popre¢nog presjeka na mjestu z
| — moment inercije presjeka
dobijamo:

TS
)= (11)

y- promjena ugla izmedu dva prvobitno upravna pravca.
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(b)
slika 13.

Ugao klizanja ima istu promjenu kao napon smicanja. Zbog ovakve promjene ugla
klizanja presjeci se vitopere kako je to dato na slici 13a.

Ako stvarnu raspodjelu uglova klizanja zamijenimo raspodjelom datoj na slici 13b,
tada poprecni presjek po visini trpi konstantnu vrijednost klizanja. Svi poprecni
presjeci tada ostaju ravni ali smaknuti za veli¢inu ¢ds, gdje je ¢; promjena ugla
izmedu poprecnog presjeka i ose Stapa.

Ugao ¢t moze da se odredi na viSe nacina , a najpogodnije je odrediti ga iz uslova da
je rad napona smicanja na posmatranom elementu Stapa pri stvarnoj raspodjeli ugla
klizanja jednak radu tih napona pri pretpostavljenoj raspodjeli klizanja. Tako mozZzemo
napisati:

T? F .s? T?

2

T
dA = [r7dsdF = ds[*—dF = ds— — 3= dF = kds—
J7d IG GF T2y GF

dA = jrwtdde =@, ds j dF =p,dsT
F F

dA =dA
T? kT
GF ?, ?, GF

1.1.5. Pregled jednacina i grani€nih uslova teorije savijanja Stapa u ravni

Na osnovu do sada reCenog mozemo ispisati sliede¢e veze pomjeranja,
deformacijskih i statickih veli€ina:

du= g dx-¢ dy
dv= ¢ dy+¢ dx (A)
d(o—¢y)= - xds
dN+pds=0
dT+pnds=0 (B)
dM -T ds=0

15



N
E=—+at
F

E t

M At (©)
e —
YR %

kT

0=

Na raspolaganju nam stoji devet jednacina (A, B i C) sa 9 nepoznatih :

- dva pomjeranja u, v i obrtanje o;

- tri statiCke veli¢ine N,T,M sile i momenti;

- tri deformacijske veli€ine ¢, y,¢; dilatacija, promjena krivine i klizanje.
Prvin 6 jednacCina su diferencijalne, a poslednje tri su algebarske jednacine. Za
rieSavanje ovog sistema su nam potrebni grani¢ni uslovi, koji mogu biti po sila ili po
pomjeranjima. VeliCine e, y,pr moguce je eliminisati iz sistema i svesti problem
odredivanja sila u presjecima i pomejeranja na sistem od 6 linearnih diferencijalnih
jednacina prvog reda sa Sest nepoznatih.
Da bi ovaj sistem mogli rijeSiti potrebno je da pored geometrijskin podataka o
presjecima i podataka koji definiSu geometriju ose Stapa, fizickih konstanti i
spoljasnjih uticaja treba poznavati joS 6 grani¢nih uslova iz kojih se mogu odrediti
integracione konstante integrala ovih diferencijalnih jednacina.
Ti uslovi mogu biti zadati kao uslovi po silama ili kao uslovi po pomjeranjima. Pri
tome maksimalan broj uslova po silama je tri, dok je minimalan broj uslova po
pomjeranjima tri.
Kada su tri grani¢na uslova po silama i tri grani¢na uslova po pomjeranjima tada
kaZzemo da zadatak staticki odreden i da u linearnoj teoriji sile u presjecima mogu da
se izraCunaju iz uslova ravnoteze i grani¢nih uslova po silama nezavisno od
pomjeranja Stapa.
Kada jedan, dva ili tri grani¢na uslova po silama zamijenimo grani¢nim uslovima po
pomjeranjima tada sile u presjecima ne mogu da se odrede iz uslova ravnoteze
nezavisno od pomjeranja tacaka i obrtanja presjeka. Tada je zadatak prorauna sila
u presjecima staticki neodreden.

M=0 M=0, N=0 po silama 3 uslova —statiCki odreden
/f| u=0,v=0,0=0 M=0,N=0, v=0 po silama 2<3, po pomjeranjima 4-
..f::| staticki neodreden
. u=0,v=0,0=0 u=0,v=0,p=0

§| po silama 0<3, po pomjeranjima 6>3
7 % staticki neodreden

U linearnoj teoriji konstrukcija vazi princip superpozicije uticaja.
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1.1.8. Integrali uslova ravnoteze elementa Stapa i izrazi za sile u presjecima

Vidjeli smo da uslovi ravnoteze elementa Stapa predstavljaju sistem od 3 linearne
diferencijalne jednacine prvog reda sa nepoznatim silama N, T i M. Direktnom
integracijom tih jednacina od i do ¢ posmatranog Stapa ik dobija se:

Nc = Ni —ijdX
M, =M, + | Tdx

Primjenom parcijalne integracije dobijamao:

deX =Tx /i ° -TXdT =T x, - Tx; —TXdT

I—l’romjena translverzalne sile se molie napisati kao dT=-p,dx i dobija se da je
Tde =T.x, -Tx; + }xpydx

Ako u ovaj izraz ubacimo vezu koja se dobija kada se relacija 12b pomnozi sa x.
slijedi da je:

ITdX =T (x, - Xi)—jpy(Xc —x)dx
Sada se sistem jednacina (12) moZze napisati u sljedec¢em obliku:

N. =N, —jpxdx

T, =T - [p,dx (13)

C

M, =M, +Ti(xC —Xi)—I(Xc —X)pde

1

Jednacine (13) predstavljaju integrale uslova ravnoteze elementa Stapa,
odnosno, uslove ravnoteze svih sila na konacnom dijelu Stapa od i do c¢ (slika
14.).

|}
1 A I
Py o = ey

Slika 14.
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Slika 15.

Sliénim postupkom mozZemo izvesti izraze za sile u presjeku c integracijom
uslova ravnoteze elementa Stapa od c do k (slika 15.):

k
NC :Nk +Ipxdx
k
T, =Ty +[p,dx (14)

Mc :Mk _Tk(xk —XC)—I(X—XC)pde
Na osnovu jednacina (13) i (14) moze se iskazati sljedece:

- Normalna sila Nc u presjeku ¢ Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
komponenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u pravcu ose Stapa.

- transverzalna sila Tc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
komponenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u pravcu upravnom na osu Stapa.

- Moment savijanja Mc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
momenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u odnosu na tezZiste tog presjeka.

Kada je Stap neopterecen duz ose Stapa tada je px=py=0, pa sile u presjeku c
zavise samo od sila na krajevima Stapa i, odnosno, k:

N, =N, =N,
T.=T =T,
M, =M, +Ti(xc _Xi):Mk _Tk(xk _Xc)

Iz jednacina 13 i 14 primjecuje se da se sile u proizvoljnom presjeku Stapa mogu
odrediti ako su pored zadatog opterecenja px i py poznate i sile na jednom ili na
drugom kraju Stapa, ili bilo koje tri veli€ine X4, X2 i X3 iz kojih se sile na krajevima
Stapa mogu izracunati.

Veli¢ine Xi, i=1,2,3 mogu biti komponente sila u odredenim poprecnim
presjecima ili linearne funkcije ovih komponenata, a najpogodnije je izabrati da
su sile na krajevima Stapova:
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X1=X1(Ni, Ti, M, Ni, Tk, M)
X2=X2(Ni, Ti, M, Nk, Tk, My)
X3=X3(Ni, Ti, M, Nk, Tk, M)

Sile na krajevima Stapa i —k nijesu medusobno nezavisne ve¢ moraju zadovoljiti
uslove ravnoteze Stapa kao cjeline:

-

T o
L L ATETY r!.u.:_.uu_n_uxu.i*_
M Wil B E‘_,,-- .l'r__.' A
| T' l"II.
vy = -Etl_ i i Si
Slika 16.
Nk—=Ni+Ry=0
(15)
Te—T; + Ry= 0
Mk—Mi—TiL'l'Ry&'RL:O ili Mk—Mi—TkL'l'RyaRL:O
k k
R, :Ipxdx, R, :jpydx,
gdje su : . i )
Ryé‘l;L:j(xk —x)pydx, RyfRL:I(x—xi)pydx,

E'rL i ErL —odstojanje rezultante opterecenja od kraja k , odnosno, kraja i.

Tri definisane veze sila Xi (i=1,2,3) zajedno sa tri uslova ravnoteze Stapa kao
cjeline predstavljaju sistem od 6 linearnih algebarskih jednacina sa 6 nepoznatih
sila na krajevima Stapa N;, T, M;, Ny, Tx, Mx. Kada si funkcije Xi medusobno
nezavisne i nezavisne od uslova ravnoteZe tada se ovaj sistem moze rijeSiti.
VeliC¢ine X; (i=1,2,3) se nazivaju staticki nezavisne veliCine Stapa ili stati¢ni
neodredene velicine.

Najpogodnije je izabrati da ove veliCine budu:

X1=M;, X2=Mk, Xz=Sik=(N;i+Ng)/2
Preostale sile se odreduju iz uslova ravnoteze Stapa.
Iz 2x slijedi: Ni— Nk = Ry

N; + N = 2Si
Ako rijeSimo ove jednacine dobija se:
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Ni= S+ R./2 i Nk=Sik-Ry/2

|z relacija 15¢ dobija se:
. M, —M,
T =R &+t

M, - M.
T, =R+t

Kada su odredene sile na krajevima Ni, Nk, Ti i Tk onda se sile u proizvoljnom
popre¢nom presjeku ¢ dobijaju na sljedeéi nacin:
Nc = Sik +Nc,0

M, —M.
T, =#+TC,0
MC = Mlg(: +Mk§c +MC,O

gdje veli€ine Nco, Teo i Mco zavise od zadatih sila py i py i njihovih rezultanti:

N, = sz —jpxdx

T., =R, & —[p,dx

| ako je jednostavno prikazati sile u presjecima primjenom analitickih izraza,
mnogo CeS¢e promjenu sila prikazujemo graficima koji se u Statici konstrukcija
nazivaju dijagrami presjecnih sila lli dijagrami sila u presjecima.
Kako smo i prikazali analitiCkim izrazima i dijagrami presjecnih sila se sastoje iz
dva dijela:

- dijela koji zavisi od sila raspodijeljenih po duZzini ose Stapa

- dijela koji zavisi od sila na krajevima.
Oblici dijagrama sila u presjecima zavise od raspodjele optere¢enja po duZzini
Stapa.
lzrazi za normalnu i transverzalnu silu koji zavise od sila na krajevima
predstavljaju konstante i njihov dijagram ima oblik pravougaonika, dok momenti
imaju linearnu zavisnost duz ose Stapa (slika 17.).
Kada crtamo dijagrame jednostavno superponiramo dijagrame od sila na
krajevima Stapa i dijagram koji poti¢e od opterecenja na Stapu.
Pri iscrtavanju dijagrama presjecnih sila pozitivne normalne i transverzalne sile
nanosimo na "gornju" stranu Stapa i redovno upisujemo znak, dok pri iscrtavanju
dijagrama momenata, momente nanosimo na onu stranu Stapa koja je zategnuta
i ne upisujemo znak.
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Slika 17.

|z izvedenih jednacina se vidi da je grafik transverzalne sile funkcija prvog izvoda
funkcije momenata savijanja, odnosno, promjena ugla nagiba tangente na liniju
dijagrama momenata. Ako je ugao nagiba tangente nula i transverzalna sila je

nula.

1.1.9. Integrali deformacijskih jednac€ina i izrazi za pomjeranja i obrtanja

Kada su sracunate sile u presjecima N, T i M i kada su poznate temperaturne
promjene t i At, deformacijske veli€ine se odreduju iz sljedecih izraza:

N
e=—+a,t
EF
M At
AT
T
? =

(16)
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